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Ø  Effec.vely,	
  a	
  non-­‐rela.vis.c	
  QCD	
  bound	
  state	
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Heavy	
  quarkonium	
  

Charmonium:	
  	
   Bo\omonium:	
  v2 ≈ 0.3

€ 

v 2 ≈ 0.1

Ø  Mul.ple	
  Scales	
  

	
  	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Perturba.ve	
  

	
  	
  	
  Non-­‐Perturba.ve	
  

M	
  

Mv	
  

Mv	
  
2

PT

So]—Rela.ve	
  Momentum	
  

Ultraso]—Binding	
  Energy	
  

ΛQCD

Hard—Produc.on	
  of	
  	
  QQ

Detect	
  full	
  energy	
  range	
  of	
  QCD	
  

Ø  Spectroscopic	
  nota.on	
  
,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …	
  2S,	
  2P…	
  cc : ηC (

1S0 ) J /ψ(3S1) χCJ (
3PJ )

bb :	
  	
  	
  	
  	
  …	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …	
  2S,	
  2P…	
  ϒ(3S1) χbJ (
3PJ )

	
  	
  	
  Non-­‐Perturba.ve	
  

2S+1LJ



Ø  Conjectured	
  factoriza.on	
  form	
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Historical	
  Models:	
  CSM	
  

produc.on	
  of	
  
heavy	
  quark	
  pair	
  

different	
  models	
  have	
  
different	
  assump.ons	
  

Ø  Color	
  Singlet	
  Model	
  (CSM):	
  1975-­‐	
  
Assumes	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  evolves	
  into	
  quarkonium	
  as	
  isolated	
  par.cles,	
  no	
  interac.on	
  with	
  environment.	
  	
  

€ 

QQ 

must	
  have	
  same	
  quantum	
  number	
  (color	
  singlet,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  as	
  quarkonium.	
  

€ 

QQ 

€ 

JPC

Einhorn	
  and	
  Ellis	
  (1975),	
  Chang	
  (1980),	
  Berger	
  and	
  Jone	
  (1981)	
  



Ø  Color	
  Singlet	
  Model	
  (cont’d)	
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Historical	
  Models:	
  CSM	
  

	
  
²  Large	
  correc.ons	
  from	
  higher	
  orders.	
  
²  P-­‐wave	
  is	
  IR-­‐divergent—CSM	
  is	
  incomplete!	
  

ü  No	
  free	
  parameter	
  

NLO	
  is	
  more	
  than	
  10	
  ?mes	
  larger	
  than	
  LO!	
  

B.	
  Gong	
  et,	
  al.	
  Phys.	
  Rev.	
  Le\,	
  100	
  (2008)	
  232001	
  

transverse�

longitudinal�

LO	
  

NLO	
  

NLO	
  flips	
  the	
  polariza?on	
  of	
  LO!	
  
F.	
  Maltoni	
  QWG	
  2007	
  

J/ψ	
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Historical	
  Models:	
  CEM	
  

Ø  Color	
  Evapora.on	
  Model	
  (CEM):	
  1977-­‐	
   Fritsch	
  (1977),	
  Halzen	
  (1977),	
  …	
  

² 	
  Predicts	
  less	
  suppression;	
  
² 	
  Predicts	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  process-­‐independent,	
  which	
  conflicts	
  with	
  data.	
  	
  

€ 

σ (A) /σ (B)

Invariant	
  mass	
  >	
  open	
  charm/bo\om	
  threshold	
   open	
  charm/bo\om	
  

Otherwise	
   a	
  fixed	
  possibility	
  to	
  go	
  to	
  each	
  state.	
  

J.	
  F.	
  Amundson	
  et	
  al,	
  Phys.	
  Le\.	
  B	
  390	
  (1997)	
  323	
  

CEM	
  shows	
  less	
  
PT	
  suppression.	
  

Predic.ve	
  power:	
  one	
  parameter	
  per	
  quarkonium	
  state.	
  



Ø  NRQCD	
  Lagrangian	
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NRQCD:	
  framework	
  

L	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =L	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  +	
  L	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  +	
  	
  	
  L         +…	
  	
  	
  	
  + NRQCD	
   light	
   heavy	
   δ bilinear	
   L δ 4-­‐fermion	
  

L	
  	
  heavy	
  =ψ
+ iDt +

D2

2M
!

"
#

$

%
&ψ + χ + iDt −

D2

2M
!

"
#

$

%
&χ

L δ bilinear	
  =
c1
8M 3 ψ

+(D2 )2ψ − χ +(D2 )2 χ"# $%

+
c2
8M 2 ψ

+(D ⋅ gE − gE ⋅D)ψ + χ +(D ⋅ gE − gE ⋅D)χ"# $%

+
c3
8M 2 ψ

+(iD× gE − gE × iD) ⋅σψ + χ +(iD× gE − gE × iD) ⋅σχ"# $%

+
c4
2M

ψ+(gB ⋅σ )ψ − χ +(gB ⋅σ )χ"# $%

Rela.vis.c	
  correc.on	
  at	
  	
  

€ 

O(v 2)

L δ 4-­‐fermion	
   non-­‐renormalizable	
  terms	
  

Caswell,	
  Lapage	
  (1986)	
  

Ø  NRQCD	
  factoriza.on	
  for	
  quarkonium	
  produc.on	
  

€ 

σ(H) =
Fn (Λ)
Mdn −4

0On
H 0

n
∑

€ 

On
H = χ+κnψ H + X H + X

X
∑ ψ +κ 'n χ

Bodwin,	
  Braaten,	
  Lepage	
  (1995)	
  

QQ	
  and	
  H	
  can	
  have	
  different	
  quantum	
  number.	
  	
  
later	
  transi.on	
  effect	
  is	
  included	
  in	
  LDMEs.	
  

_	
  

Factoriza?on	
  is	
  not	
  proved!	
  



Ø  Double	
  Expansion	
  of	
  αs	
  and	
  v	
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NRQCD:	
  Predic?ve	
  Power	
  

e.g.	
  	
  J/ψ	
  produc.on	
  to	
  order	
  O(v4),	
  	
  three	
  parameters:	
  	
  

€ 

1S0
(8) ,  3S1

(8)  and 3P0
(8)

Ø  CSM	
  and	
  CEM	
  are	
  special	
  cases	
  of	
  NRQCD	
   Bodwin,	
  Braaten,	
  Lee,	
  PRD	
  (2005)	
  

Ø  P-­‐wave	
  divergence	
  is	
  cancelled	
  by	
  color	
  octet	
  contribu.on	
  

²  	
  	
  	
  Factoriza.on	
  form	
  is	
  not	
  proved	
  to	
  all	
  orders	
  in	
  αs.	
  
²  	
  	
  	
  As	
  in	
  CSM,	
  NRQCD	
  calcula.on	
  suffers	
  from	
  higher	
  order	
  correc.ons	
  

• 	
  	
  Short	
  distance	
  coefficient:	
  calculated	
  perturba.vely	
  
• 	
  	
  Non-­‐perturba.ve	
  matrix	
  elements:	
  

color	
  singlet	
  ME:	
  related	
  to	
  wave	
  func.ons	
  as	
  CSM	
  
color	
  octet	
  ME:	
  extracted	
  from	
  HQ	
  produc.on	
  data	
  

At	
  leading	
  order	
  of	
  v,	
  p-­‐wave	
  heavy	
  quarkonium	
  produc.on	
  has	
  two	
  contribu.ons:	
  	
  
(1)  Hard	
  part	
  produces	
  CS	
  p-­‐wave	
  QQ	
  directly.	
  
(2)  Hard	
  part	
  produces	
  CO	
  s-­‐wave	
  QQ,	
  which	
  later	
  transits	
  to	
  p-­‐state	
  by	
  emivng	
  a	
  gluon.	
  

	
  _	
  
	
  _	
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NRQCD:	
  Universality	
  Puzzle	
  of	
  LDMEs	
  

Butenschoen	
  and	
  Kniehl,	
  PRD	
  (2011)	
  

O[1S0
(8) ] = (4.97± 0.44) ⋅10−2 GeV 3

O[ 3S1
(8) ] = (2.24± 0.59) ⋅10−3 GeV 3

O[ 3P0
(8) ] = (−1.61± 0.20) ⋅10−2 GeV 5

194	
  data	
  from	
  10	
  experiments	
   χ 2 / d.o. f . = 857 /194 = 4.42
Blue	
  band:	
  NLO	
  CSM	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Yellow	
  band:	
  NLO	
  NRQCD	
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NRQCD:	
  Compare	
  With	
  Data	
  Polariza?on	
  

Explains	
  J/ψ	
  polariza.on	
   K.T.	
  Chao	
  et	
  al,	
  PRL	
  (2012)	
  

Fails	
  to	
  explain	
  the	
  polariza.on	
  of	
  ψ(2S)	
  and	
  ϒ(3S)	
   Lourenco,	
  LHCP	
  2013	
  



Ø  Origin	
  of	
  large	
  high-­‐order	
  correc.on	
  

Explain	
  the	
  large	
  HO	
  correc?ons	
  

• 	
  	
  LO	
  in	
  αs	
  but	
  NNLP	
  in	
  1/pT	
  

• 	
  	
  NLO	
  in	
  αs	
  but	
  NLP	
  in	
  1/pT	
  

• 	
  	
  NNLO	
  in	
  αs	
  but	
  LP	
  in	
  1/pT	
  

Kang,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  1109.1520	
  

Rela.vis.c	
  Projector	
  to	
  
all	
  “spin	
  states”	
  

µ0 & 2mQ

€ 

d ˆ σ NLO

dpT
2

αS
3(pT )
pT

6 ⊗αS (µ) log(µ 2 /µ0
2 ) mQ

2

quark	
  pair	
  fragmenta.on	
  

gluon	
  fragmenta.on	
  

€ 

αS
2(pT )
pT

4 ⊗αS
3+m (µ) logm (µ2 /µ0

2) mQ
2

At	
  large	
  PT,	
  MQ/PT	
  gives	
  much	
  stronger	
  suppression	
  than	
  αS	
  

Braaten,	
  Yuan,	
  9303205	
  

Ø  These	
  inconsistencies	
  may	
  relate	
  to	
  large	
  high-­‐order	
  correc.on	
  

Need	
  to	
  expand	
  by	
  MQ/PT	
  first,	
  and	
  resum	
  Log[PT	
  /MQ	
  ]	
  	
  
2	
  2	
  

αS
3(pT )

mQ
4

pT
8

11	
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Ø  Expand	
  first	
  in	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  then	
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pQCD	
  Factoriza?on	
  Approach:	
  Formalism	
  

€ 

1/ pT

€ 

αS

Ø  Factoriza.on	
  formalism	
  up	
  to	
  NLP	
  

€ 

1
pT
4

1
pT
6

Nayak,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  PRD	
  (2005)	
  …	
  ,	
  Kang,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  PRL	
  (2011)…	
  
Kang,	
  Ma,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  arXiv:	
  1401.0923.	
  
SCET	
  approach:	
  Fleming	
  et.al.,	
  	
  PRD	
  (2012)	
  
	
  
	
  

Ø  Projec.on	
  operators	
  
Leading	
  power:	
  	
  top	
  

bo\om	
  

Next	
  leading	
  power:	
  	
  	
  

bo\om	
  top	
  

valid	
  to	
  all	
  orders	
  in	
  αs	
  	
  

κ	
  =	
  vector	
  (V),	
  axial-­‐vector	
  (A)	
  and	
  tensor	
  (T)	
  for	
  spin,	
  either	
  CS	
  or	
  CO	
  



Ø  Short-­‐distance	
  hard	
  part	
  (at	
  scale	
  pT)	
  can	
  be	
  calculated	
  perturba.vely	
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Predic?ve	
  Power	
  

Power	
  series	
  in	
  αs	
  ,	
  	
  with	
  only	
  momentum	
  scale	
  pT,	
  no	
  large	
  logarithms.	
  

Ø  Evolu.on	
  kernels	
  can	
  be	
  calculated	
  in	
  pQCD	
  

Only	
  need	
  input	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  at	
  a	
  scale	
  μ0	
  	
  

Ø  Evolu.on	
  equa.ons	
  	
  
d

d ln(µ)
�A+B!HX(PT ) = 0Independence	
  on	
  the	
  factoriza.on	
  scale	
  

d

d lnµ2
DH/f (z,mQ, µ) =

X

j

↵s

2⇡
�f!j(z)⌦DH/j(z,mQ, µ)

+
1

µ2

X

[QQ̄()]

↵2
s

(2⇡)2
�f![QQ̄()](z, ⇣, ⇣

0)⌦DH/[QQ̄()](z, ⇣, ⇣
0,mQ, µ)

⌦DH/[QQ̄()](z, ⇣, ⇣
0,mQ, µ)

d

d lnµ2
DH/[QQ̄(c)](z, ⇣, ⇣

0,mQ, µ) =
X

[QQ̄()]

↵s

2⇡
K[QQ̄(c)]![QQ̄()](z, ⇣, ⇣

0)

If	
  only	
  keep	
  LP	
  	
  
DGLAP	
  evolu.on	
  

Flemings	
  et.al.,	
  PRD	
  (2013)	
  
Kang,	
  Ma,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  arXiv:	
  1401.0923	
  

By	
  solving	
  the	
  evolu.on	
  equa.ons,	
  resums	
  logarithm	
  Log[μ	
  /μ0	
  ]	
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Ø  Input	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  include	
  dynamics	
  with	
  scale	
  <	
  μ0	
  

DH/f (z,mQ, µ0) DH/[QQ̄()](z, ⇣, ⇣
0,mQ, µ0)

• 	
  	
  Different	
  quarkonium	
  states	
  require	
  different	
  input	
  distribu.ons!	
  
• 	
  	
  In	
  principle,	
  should	
  be	
  extracted	
  from	
  data.	
  

Input	
  Fragmenta?on	
  Func?ons	
  

Leading	
  power:	
  	
   4	
  func.ons,	
  from	
  g,	
  q,	
  c,	
  and	
  b	
  

Next-­‐to	
  Leading	
  power:	
  	
   6	
  func.ons,	
  from	
  V,	
  A	
  and	
  T,	
  either	
  CS	
  or	
  CO	
  

Ø  Too	
  many	
  unknown	
  fragmenta.on	
  func.ons:	
  very	
  difficult	
  to	
  be	
  extracted	
  from	
  data	
  

Ø  To	
  give	
  predic.on,	
  it	
  is	
  crucial	
  to	
  know	
  the	
  fragmenta.on	
  func.ons.	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Based	
  on	
  evolu.on	
  equa.ons,	
  only	
  need	
  to	
  know	
  FFs	
  at	
  ini.al	
  scale.	
  

Sensi.ve	
  to	
  the	
  forma.on	
  of	
  observed	
  heavy	
  quarkonium	
  
In	
  contract,	
  hard	
  part	
  and	
  evolu.on	
  kernel	
  insensi.ve	
  to	
  final	
  quarkonium	
  state	
  

Need	
  at	
  least	
  10	
  input	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  for	
  each	
  observed	
  heavy	
  quarkonium.	
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Input	
  Quarkonium	
  FFs	
  are	
  Par?ally	
  Perturba?ve	
  

Ø 	
  	
  Compare	
  with	
  Pions	
  and	
  Kaons	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  

Fragmenta.on	
  func.ons	
  to	
  heavy	
  quarkonium	
  is	
  par.ally	
  perturba.ve!	
  

Ø 	
  	
  Choose	
  scale	
   µ0 > 2mQ >> ΛQCD

No	
  large	
  scale,	
  completely	
  nonperturba.ve.	
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Valid	
  to	
  NLO.	
  
NNLO	
  is	
  valid	
  for	
  some	
  special	
  cases.	
  

Mo?va?on	
  

Ø  Apply	
  NRQCD	
  on	
  the	
  input	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  with	
  	
  
² 	
  	
  No	
  power	
  enhancement	
  or	
  large	
  logarithms.	
  	
  

Ø  No	
  all-­‐order	
  proof	
  of	
  NRQCD	
  factoriza.on	
  yet.	
  

Nayak,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  2006	
  

€ 

µ0 ≥ 2mQ

² 	
  	
  Modifica.on	
  of	
  our	
  calculated	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  may	
  be	
  required	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  be\er	
  fivng.	
  
² 	
  	
  Any	
  such	
  modifica.on	
  may	
  shed	
  light	
  on	
  the	
  proof	
  of	
  NRQCD	
  factoriza.on.	
  

² 	
  	
  For	
  each	
  heavy	
  quarkonium	
  state	
  
A	
  few	
  unknown	
  LDMEs	
  	
  	
  	
  	
  	
  v.s.	
  	
  	
  	
  	
  	
  10	
  unknown	
  func.ons	
  	
  

² 	
  	
  Obtain	
  the	
  func.onal	
  form	
  of	
  each	
  fragmenta.on	
  func.on	
  

For	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  THREE	
  unknown	
  matrix	
  elements	
  up	
  to	
  order	
  v^4	
  J /ψ(3S1 )



D[QQ(κ )]→H (z,ζ1,ζ2;µ0,mQ )→ d̂[QQ(κ )]→[QQ(c)](z,ζ1,ζ2;µ0,mQ )
[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→H

19	
  

Apply	
  NRQCD	
  To	
  FFs	
  

Df→H (z,µ0,mQ )→ d̂ f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )
[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→H

Ø  Apply	
  NRQCD	
   Perturba.ve	
  
Non-­‐perturba.ve	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  NRQCD	
  LDMEs	
  
Same	
  for	
  LP	
  and	
  NLP	
  

Ø  Defini.on	
  of	
  FFs	
  

where	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  the	
  gauge	
  link.	
  

€ 

Dg−>H (z,µ) =
(−gµν )z

D−4

16π (D − 2)p+ dy −e−i( p
+ / z )y −

−∞

+∞

∫

€ 

0 Gc
+µ (0)[Φ ˆ n 

(A )(0−)]cb
+ H(p+)X

€ 

H( p+)X [Φ ˆ n 
(A )(y −)]ba Ga

+ν (y −) 0

complicated	
  
gauge	
  link	
  structure,	
  	
  



A	
  li[le	
  More	
  about	
  Gauge	
  Links	
  

Ø  General	
  gauge	
  link	
  structure	
  

€ 

d
dx −

€ 

= 0

€ 

x − →∞

4	
  fundamental	
  +	
  2	
  adjoint	
  gauge	
  links	
  	
  
	
  

Independence	
  of	
  the	
  point	
  where	
  the	
  two	
  gauge	
  links	
  meet,	
  

4	
  fundamental	
  gauge	
  links	
  	
  
	
  

• 	
  Simpler	
  gauge	
  link	
  structure,	
  
• 	
  Each	
  gauge	
  link	
  has	
  the	
  ordinary	
  Feynman	
  rule.	
  

ζ = 2q+ / pC
+ ζ ' = 2q '+ / pC

+z = p+ / pC
+

€ 

×
4

NC
2 −1

0ψ i' (0)Ui' i
(F )(0,x −) γ

+γ 5

4 pc
+ (Ta

(F ))ijU j j '
(F )(x −,y2

−)Ua a '
(A )(x −,∞)ψ j ' (y2

−) QQ [κ] + X

€ 

× QQ [κ] + X ψ l ' (y − + y1
−)Ul ' l

(F )(y − + y1
−,x1

−) γ
+γ 5

4 pc
+ (Tb

(F ))lkUk k'
(F )(x1

−,y −)Ua'b
(A )(x1

−,∞)ψ k ' (y −) 0
€ 

DQQ [κ ] /QQ [a [ 8] ](z,  ζ,  ζ ')
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Calculate	
  Coefficients	
  

Ø  Perturba.ve	
  coefficients	
  are	
  insensi.ve	
  to	
  final	
  state.	
  	
  
For	
  LP	
  FF,	
  match	
  final	
  quarkonium	
  states	
  to	
  QQ[n]	
  

_	
  

Df→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) Pert.QCD = d̂ f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )
[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→[QQ(n)] Pert.NRQCD

Expand	
  by	
  αS	
  

D(1)
f→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) = d̂ (1)

f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )
[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→[QQ(n)]

(0)

                               + d̂ (0)
f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )

[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→[QQ(n)]

(1)

d̂ (0)f→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) = D
(0)
f→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) Pert.QCD

Solve	
  the	
  above	
  equa.ons	
  

D(0)
f→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) = d̂ (0)

f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )
[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→[QQ(n)]

(0)
= d̂ (0)

f→[QQ(n)](z,µ0,mQ )

d̂ (1)
f→[QQ(n)](z,µ0,mQ ) = D(1)

f→[QQ(n)](z,µ0,mQ )
Pert.QCD

                               − d̂ (0)
f→[QQ(c)](z,µ0,mQ )

[QQ(c)]
∑ O[QQ(c)]→[QQ(n)]

(1)

Pert.NRQCD

Ø  Perturba.ve	
  coefficients	
  for	
  NLP	
  is	
  calculated	
  in	
  the	
  same	
  way.	
  

Divergences	
  cancel,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  
finite.	
  
d̂ (1)g→[QQ(κ )](z,µ0,mQ )

21	
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Single	
  Parton	
  FFs	
  

+ + + +c.c.	
  + +

• 	
  Virtual	
  diagrams	
  (10+10	
  c.c.)	
  

• 	
  Real	
  diagrams	
  (9+6	
  c.c.)	
  

+c.c.	
  + +

+ +

+ ++
€ 

g→ 3 S1
[1,8],1S0

[1,8],3PJ =0,1,2
[1,8]

Take	
  gluon	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  as	
  an	
  example.	
  

€ 

g→ 3 S1
[8]

We	
  calculated	
  all	
  channels	
  up	
  to	
  NLO	
  in	
  	
  αs	
  ,	
  with	
  both	
  Feynman	
  gauge	
  and	
  lightcone	
  gauge.	
  

Many	
  results	
  are	
  not	
  new.	
  our	
  calcula.ons	
  confirm	
  most	
  of	
  the	
  previous	
  results.	
  
Short-­‐distance	
  coefficients	
  are	
  finite	
  for	
  all	
  channels.	
  



Heavy	
  Quark	
  Pair	
  FFs:	
  LO	
  

Example:	
  

pQCD	
  state	
  

NRQCD	
  state	
  

²  Projec.on	
  operators:	
  

[	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ][	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ]	
  

Rela.ve	
  momenta	
  are	
  
different	
  on	
  both	
  sides	
  

n̂µ = 1
2
(1, 0, 0,−1)µ

ζ  1 = 2q1
+ / p+

23	
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Heavy	
  Quark	
  Pair	
  FFs:	
  NLO	
  

Heavy	
  quark	
  pair	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  are	
  non-­‐trivial,	
  because	
  of:	
  

We	
  calculated	
  all	
  channels	
  up	
  to	
  NLO	
  in	
  	
  αs	
  ,	
  with	
  both	
  Feynman	
  gauge	
  and	
  lightcone	
  gauge.	
  

² 	
  Large	
  number	
  of	
  channels:	
  	
  	
  72	
  channels	
  

² 	
  Complicated	
  gauge	
  link	
  structure.	
  

12	
  virtual	
  amplitudes	
   4	
  real	
  amplitudes	
  

² 	
  Integra.on	
  over	
  ini.al	
  rela.ve	
  momentum,	
  deriva.ve	
  of	
  final	
  rela.ve	
  momentum.	
  
² 	
  Complicated	
  divergence	
  cancella.on,	
  new	
  plus/minus	
  distribu.ons.	
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Conserva?on	
  Law	
  and	
  Symmetry	
  (I)	
  

² 	
  Color	
  conserva.on	
  

€ 

QQ [κ] = V [1,8],A[1,8],T [1,8]

€ 

QQ [n']=1S0
[1,8], 3S1

[1,8], 1P1
[1,8], 3PJ =0,1,2

[1,8]ini.al	
   final	
  

PQ −PQ

P__
2

P__
2

+ q −qr r
P__
2

P__
2

+ q −qr r

k

PQ −PQ

ini.al	
  and	
  final	
  heavy	
  quark	
  
pairs	
  share	
  same	
  color	
  

ini.al	
  and	
  final	
  heavy	
  quark	
  
pairs	
  can	
  not	
  be	
  both	
  color	
  singlet	
  

² 	
  Lorentz	
  invariance	
  

A]er	
  loop	
  integra.on	
  and	
  limit	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  le]	
  momenta:	
  p	
  and	
  n	
  

€ 

εβ e.g.	
  

Independent	
  direc.ons:	
  p,	
  n	
  

A→ 3S1

€ 

γ 5

PQ −PQ

P__
2

P__
2

+ q −qr r

qr → 0

€ 

εβ
Cannot	
  form	
  Levi-­‐Civita	
  symbol.	
  

Virtual	
  contribu.on	
  

Spin	
  polariza.on:	
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Conserva?on	
  Law	
  and	
  Symmetry	
  (II)	
  

€ 

QQ [κ] = V [1,8],A[1,8],T [1,8]

€ 

QQ [n']=1S0
[1,8], 3S1

[1,8], 1P1
[1,8], 3PJ =0,1,2

[1,8]ini.al	
   final	
  

² 	
  Lorentz	
  invariance	
  

€ 

εα

A]er	
  loop	
  integra.on	
  and	
  limit	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  le]	
  momenta:	
  p	
  and	
  n	
  

€ 

εβ
e.g.	
  

Indep.	
  Direc.ons:	
  p,	
  n	
  

A→ 3PJ=0,1,2

€ 

γ 5

PQ −PQ

P__
2

P__
2

+ q −qr r

qr → 0

εα

Results	
  ~	
  	
  

€ 

εβ
an.-­‐symme.c	
  in	
  α	
  and	
  β	
  

Orbital	
  polariza.on:	
  
Spin	
  polariza.on:	
  

Virtual	
  contribu.on	
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Conserva?on	
  Law	
  and	
  Symmetry	
  (II)	
  

€ 

QQ [κ] = V [1,8],A[1,8],T [1,8]

€ 

QQ [n']=1S0
[1,8], 3S1

[1,8], 1P1
[1,8], 3PJ =0,1,2

[1,8]ini.al	
   final	
  

² 	
  Lorentz	
  invariance	
  

€ 

εα

A]er	
  loop	
  integra.on	
  and	
  limit	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  le]	
  momenta:	
  p	
  and	
  n	
  

€ 

εβ
e.g.	
  

Indep.	
  Direc.ons:	
  p,	
  n	
  

A→ 3PJ=0,1,2

€ 

γ 5

PQ −PQ

P__
2

P__
2

+ q −qr r

qr → 0

εα

Results	
  ~	
  	
  

€ 

εβ
an.-­‐symme.c	
  in	
  α	
  and	
  β	
  

Orbital	
  polariza.on:	
  
Spin	
  polariza.on:	
  

J=0,2,	
  	
  symmetric	
  
J=1,	
  an.-­‐symmetric	
  

A→ 3PJ=0,2
Virtual	
  contribu.on	
  
must	
  vanish.	
  

Virtual	
  contribu.on	
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Modified	
  Charge	
  Conjuga?on	
  
² 	
  Ini.al	
  heavy	
  quark	
  pair	
  is	
  not	
  charge	
  conjuga.on	
  invariant	
  

² 	
  Modified	
  charge	
  conjugate	
  
Charge	
  conjuga.on	
  followed	
  by	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  	
  qr →−qr,  q1 →−q1,ζ1→−ζ1

ζ1 =
2q1

+

pc
+

pc = p+ k

For	
  example,	
  S-­‐wave	
  final	
  heavy	
  quark	
  pair	
  

•  Case	
  1:	
  b,	
  b’	
  	
  not	
  both	
  color	
  octet	
  

•  Case	
  2:	
  b,	
  b’,	
  	
  both	
  color	
  octet	
  

S :  final heavy quark pair spin
s = v,a, t :  initial heavy quark pair spin state.

e.g.	
  	
   ,	
  S=0	
  and	
  δs,a=1	
  ,	
  Posi.ve	
  sign	
  in	
  between.	
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NLO	
  real	
  contribu?on	
  
Example:	
  

Real	
  contribu.on:	
  

Double	
  pole:	
  	
  
1

(1− z)1+2ε
= −

1
2εIR

δ(1− z)+ 1
(1− z)+

− 2ε ln(1− z)
1− z

"

#
$

%

&
'
+

So]	
  pole:	
  	
  

Same	
  structure	
  as	
  
analyzed	
  on	
  last	
  slide.	
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NLO	
  virtual	
  contribu?on	
  
² 	
  NLO	
  virtual	
  contribu.on	
  is	
  non-­‐trivial	
  by	
  keeping	
  qr	
  finite	
  in	
  q1-­‐integral.	
  

Much	
  easier	
  if	
  do	
  the	
  deriva.ve	
  and	
  limit	
  first	
  

Equal	
  only	
  when	
  the	
  region	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  not	
  important.	
  

For	
  disconnect	
  diagrams,	
  
q1-­‐integral	
  is	
  trivial.	
  

Region	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
not	
  important.	
  

Coulomb	
  
singularity	
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Coulomb	
  Singularity	
  (I)	
  

In	
  the	
  heavy	
  quark	
  pair	
  rest	
  frame	
  

p
2 + qr

p
2 − qr

p
2 + q1 p

2 − q1

q1 − qr

In	
  Coulomb	
  region	
  

Leading	
  contribu.on	
  in	
  this	
  region	
  behaves	
  as	
  1/v.	
  

qr	
  is	
  a	
  regulator	
  of	
  this	
  divergence,	
  
performing	
  deriva.ve	
  and	
  limit	
  before	
  q1-­‐integral	
  gives	
  a	
  different	
  result.	
  

However,	
  the	
  difference	
  is	
  always	
  absorbed	
  into	
  NRQCD	
  LDMEs	
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Coulomb	
  Singularity	
  (II)	
  
Consider	
  the	
  simplest	
  case	
  

Use	
  Feynman	
  parameter	
  and	
  the	
  iden.ty	
  

(q1 − q '1)2 = 2(q1
+ − q '1

 + )(q1
− − q '1

 − )− (q1 − q '1
 )⊥

2

Integra.on	
  over	
  q1-­‐-­‐	
  	
  equals	
  zero	
  unless	
  q1+	
  =	
  q’1+	
  

Same	
  trick	
  can	
  be	
  used	
  to	
  calculate	
  integral	
  with	
  lightcone	
  propagators	
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Generalized	
  Plus/Minus	
  Distribu?ons	
  

To	
  regularize	
  the	
  singulari.es	
  of	
  terms	
  like	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  at	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  
we	
  introduced	
  the	
  generalized	
  plus/minus	
  distribu.ons	
  

€ 

ζ 1
−2−2εSgn(ζ 1)

So	
  that	
  

€ 

ζ 1 →0

€ 

Sgn(ζ 1)
ζ 1

2+2ε =
1
ε IR

δ '(ζ 1) +
1
ζ 1

2

% 

& 
' 

( 

) 
* 

2−

−ε lnζ 1
2

ζ 1
2

% 

& 
' 

( 

) 
* 

2−

1
ζ  1

2

!

"
#

$

%
&

2−
∫ f (ζ  1)dζ  1 =

θ(ζ  1)
ζ  1

2 −
θ(−ζ  1)
(−ζ  1)

2

!

"
#

$

%
&×

−1

1
∫ f (ζ  1)− f (0)− f '(0) ζ  1[ ]dζ  1

1
ζ  1

!

"
#

$

%
&

1+
∫ f (ζ  1)dζ  1 =

θ(ζ  1)
ζ  1

+
θ(−ζ  1)
(−ζ  1)

!

"
#

$

%
&×

−1

1
∫ f (ζ  1)− f (0)[ ]dζ  1

The	
  generalized	
  plus	
  and	
  minus	
  distribu.ons	
  are	
  free	
  of	
  divergence	
  at	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  

€ 

ζ 1 →0



NLO	
  virtual	
  contribu?on	
  

Example:	
  
Virtual	
  contribu.on:	
  

34	
  



Renormaliza?on	
  of	
  pQCD	
  operator	
  	
  
Adding	
  up	
  real	
  and	
  virtual	
  contribu.on	
  has	
  le]over	
  UV	
  divergence,	
  	
  
which	
  has	
  the	
  same	
  structure	
  as	
  evolu.on	
  kernel.	
  

A]er	
  adding	
  this	
  renormaliza.on	
  contribu.on	
  

Short-­‐distance	
  	
  
coefficient	
  is	
  finite.	
  

For	
  final	
  P-­‐wave	
  heavy	
  quark	
  pair,	
  may	
  require	
  IR	
  divergence	
  cancella.on	
  with	
  LDMEs	
  	
  
35	
  

Kang,	
  Ma,	
  Qiu	
  and	
  Sterman,	
  arXiv:	
  1401.0923	
  



Ø  FeynArts	
  –diagrams	
  and	
  Feynman	
  amplitudes	
  generator	
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Mathema?ca	
  Packages	
  

Ø  FeynCalc	
  –Feynman	
  amplitude	
  calculator	
  

Original	
  package:	
  no	
  gauge	
  link,	
  connected	
  diagrams	
  only.	
  

(1)  Include	
  new	
  par.cle	
  family	
  “gauge	
  link”	
  and	
  its	
  Feynman	
  rule;	
  
(2)  Include	
  the	
  nice	
  double	
  line	
  for	
  gauge	
  links;	
  
(3) Allow	
  user-­‐defined	
  “seeds”	
  for	
  genera.ng	
  any	
  type	
  of	
  diagrams.	
  

Improvement:	
  	
  

Original	
  package:	
  (1) Use	
  different	
  nota.ons	
  as	
  in	
  FeynArts;	
  
(2) Cannot	
  deal	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  

€ 

d4k∫ 1
k⋅ n + iε

...

Improvement:	
  	
  (1)  Include	
  the	
  translator	
  to	
  link	
  FeynArts	
  and	
  FeynCalc;	
  
(2)  Isolate	
  unknown	
  integra.ons	
  and	
  wait	
  for	
  user’s	
  command;	
  
(3) Many	
  new	
  func.ons	
  to	
  facilitate	
  calcula.on.	
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Next-­‐to	
  Leading	
  Power:	
  Diagrams	
  

Ø  Virtual	
  amplitudes	
   Ø  Real	
  amplitudes	
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Sample	
  results	
  



39	
  

All	
  Results	
  

All	
  short-­‐distance	
  coefficients	
  are	
  IR	
  safe	
  at	
  NLO	
  of	
  αs.	
  



Ø  At	
  large	
  pT	
  >>	
  mQ,	
  calcula.ons	
  based	
  on	
  early	
  models	
  are	
  not	
  perturba.vely	
  
stable.	
  LO	
  in	
  αs-­‐expansion	
  does	
  not	
  coincide	
  with	
  LP	
  term	
  in	
  1/pT-­‐expansion.	
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Summary	
  

Ø  PQCD	
  factoriza.on	
  is	
  a	
  strictly	
  proved	
  factoriza.on	
  approach.	
  It	
  expands	
  	
  
1/pT	
  before	
  αs	
  expansion.	
  	
  

Ø  With	
  the	
  evolu.on	
  equa.ons,	
  the	
  predic.ve	
  power	
  of	
  pQCD	
  factoriza.on	
  
for	
  heavy	
  quarkonium	
  produc.on	
  relies	
  completely	
  on	
  the	
  ini.al	
  
distribu.ons	
  

Ø  Different	
  from	
  fragmenta.on	
  to	
  pion,	
  fragmenta.on	
  to	
  heavy	
  quarkonium	
  
is	
  par.ally	
  perturba.ve	
  because	
  of	
  the	
  large	
  mass	
  scale.	
  NRQCD	
  is	
  applied	
  
to	
  calculate	
  the	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  at	
  scale	
  μ~2mQ	
  .	
  

Ø  With	
  our	
  results,	
  many	
  unknown	
  fragmenta.on	
  func.ons	
  are	
  reduced	
  into	
  
a	
  few	
  parameters,	
  which	
  are	
  much	
  easier	
  to	
  be	
  extracted	
  from	
  data.	
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What’s	
  Next?	
  

Ø  HQ	
  produc.on	
  in	
  ep,	
  pp	
  collision	
  

Ø  HQ	
  produc.on	
  and	
  polariza.on	
  in	
  unpolarized	
  and	
  polarized	
  pp	
  collision	
  	
  

Then	
  

Ø  Suppression	
  of	
  HQ	
  produc.on	
  in	
  Cold	
  Nuclear	
  Ma\er	
  and	
  Quark	
  Gluon	
  
Plasma.	
  

the	
  effect	
  of	
  resumma.on	
  

size	
  of	
  contribu.on	
  from	
  color	
  octet	
  channel	
  

Global	
  fivng	
  of	
  	
  
CO	
  NRQCD	
  LDMEs	
  

further	
  test	
  this	
  new	
  pQCD	
  formalism	
  with	
  HQ	
  polariza.on,	
  
constrain	
  Generalized	
  Parton	
  Distribu.on	
  (GPD)	
  Eg	
  

Feng	
  Yuan	
  2008	
  
Koempel	
  et.al.	
  	
  2012	
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What’s	
  Next?	
  

Ø  HQ	
  produc.on	
  in	
  ep,	
  pp	
  collision	
  

Ø  HQ	
  produc.on	
  and	
  polariza.on	
  in	
  unpolarized	
  and	
  polarized	
  pp	
  collision	
  	
  

Then	
  

Ø  Suppression	
  of	
  HQ	
  produc.on	
  in	
  Cold	
  Nuclear	
  Ma\er	
  and	
  Quark	
  Gluon	
  
Plasma.	
  

the	
  effect	
  of	
  resumma.on	
  

size	
  of	
  contribu.on	
  from	
  color	
  octet	
  channel	
  

Global	
  fivng	
  of	
  	
  
CO	
  NRQCD	
  LDMEs	
  

further	
  test	
  this	
  new	
  pQCD	
  formalism	
  with	
  HQ	
  polariza.on,	
  
constrain	
  Generalized	
  Parton	
  Distribu.on	
  (GPD)	
  Eg	
  

Feng	
  Yuan	
  2008	
  
Koempel	
  et.al.	
  	
  2012	
  

Still a long way to go. 



Thank you!	
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Happy Chinese New Year!	


&	
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Next-­‐to	
  Leading	
  Power:	
  evolu?on	
  effect	
  

Ø  Evolu.on	
  of	
  double	
  parton	
  fragmenta.on	
  

Starting profile: δ(ζ )δ(ζ ')→ e−100ζ 2

e−100ζ ' 2

µ = 3GeV µ =10GeV µ = 30GeV

When	
  in	
  higher	
  energy	
  scale,	
  	
  
Peak	
  gets	
  lower	
  and	
  wider	
  while	
  evolving	
  to	
  larger	
  μ.	
  

1	
   0.4	
   0.2	
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Coulomb	
  Singularity	
  (I)	
  

In	
  the	
  heavy	
  quark	
  pair	
  rest	
  frame	
  

p
2 + qr

p
2 − qr

p
2 + q1 p

2 − q1

q1 − qr

In	
  Coulomb	
  region	
  

Leading	
  contribu.on	
  in	
  this	
  region	
  behaves	
  as	
  1/v.	
  

qr	
  is	
  a	
  regulator	
  of	
  this	
  divergence,	
  
performing	
  deriva.ve	
  and	
  limit	
  before	
  q1-­‐integral	
  gives	
  a	
  different	
  result.	
  

However,	
  the	
  difference	
  is	
  always	
  absorbed	
  into	
  NRQCD	
  LDMEs	
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Coulomb	
  Singularity	
  (II)	
  
Consider	
  the	
  simplest	
  case	
  

Use	
  Feynman	
  parameter	
  and	
  the	
  iden.ty	
  

And	
  we	
  get	
  

Expand	
  	
  

And	
  the	
  x-­‐integral	
  is	
  trivial,	
  while	
  y-­‐integral	
  is	
  

We	
  have	
  not	
  expanded	
  by	
  β	
  yet.	
  

Assume	
  δ-­‐func.on	
  is	
  integrated	
  with	
  a	
  well-­‐behaved	
  func.on	
  

(q1 − q '1)2 = 2(q1
+ − q '1

 + )(q1
− − q '1

 − )− (q1 − q '1
 )⊥

2
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Coulomb	
  Singularity	
  (III)	
  

Expanded	
  by	
  β	
  before	
  integra.on	
  at	
  region	
  |y|	
  >	
  Λ.	
  

Especially	
  when	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  the	
  second	
  integra.on	
  on	
  RHS	
  vanishes.	
  Λ→∞

Contribu.on	
  
From	
  hard	
  region	
  

Contribu.on	
  
From	
  poten.al	
  
Region.	
  

Beneke	
  and	
  Smirnov	
  (1998)	
  

By	
  performing	
  deriva.ve	
  and	
  limit	
  before	
  q1-­‐integral,	
  the	
  contribu.on	
  from	
  poten.al	
  region	
  
does	
  not	
  show	
  explicitly.	
  


